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UO) + Up -

functie V(x,t) in

Wij voeren dan een nleuwe onbekenaes
i e i - b U
U V 4+ X ( U,l UO ) ®

dan geldt voor V het randwaardenprobleem A
% = O V = O L = O Vo= -x(U, - Uy) - Vg
x =7 V = 0O

5. Oplogsing van probleem Aa.

De differentiaalvergell jking

Ut = K Uxx

gaat door de transformatie van Laplace
Q0

emp°ktU(x,t)dt

u(p) =
over 1in

N | .
U, - Pu = - g U(x,0) .

Wij beschouwen nu voor.loplg alleen deze getransformeerde vergelijking.

¥ = 0 u = 0O
x = 7 <_u = 1,
-% U(x,0) = f(x) gegeven 135.
De oplossing van dit randwaardeprobleem voor de nlet homogene ver-

De randvoorwaarden zljn:

terwljl

geli jking
- pu = f(x
U, = D (%)
vinden wij met behulp van een functie van Green voor dit probleem..

Dit 1s een functie G(xffi)ﬁ die voldoet aan de volgende voorwaarden:

1) G(x3§ ) 1s een oplossing van de homogene differentiaalvergelijking in
X :
2) G voldoet san de randvoorwaarden voor x = 0 en x = 1. @
3) In het punt § maakt de afgeleilde Gx cen sprong 1, maar G zelf is
continu f
GHX( g . Q) - Gx( £ + 0) = 1 G(§ -0) = G(& +0).

G wordt samengesteld uit twee particullere oplossingen.

De eerct= v w22 J_2% aan X = u 5 0, de tweede u, aan x = 1, u = 0,

Cn

Wij stellen nu

C}(X.s %
G(X: 




G(Xﬁg ) = C uq(x)uz(éf) O ¢ X ii?
G}(ﬁg) = C ug(x)u/}(%) § 4 x & 1,

pepaald wordt ult de voorwaarden

cluf(§) u () - uh(§) w(E) | = 1.

waarbij C

WlJ vinden

u, = sinh xVp,

u, = sinh (1-x)V p
en voor C de vergelljking

C VP {cosh § VP.sinh(1- §) VP + cosh(1- §) VP.sinh § VP §

aAus

vV E.S1ilnh
De functie van Green wordt dus

_ ulrlh X \/ @minh /] - g Vrﬂ
c(x, §) = - S

yD.sinh VD
sinh § Vp.sinh(1-x) V¢
G(x, %) ~ : /D .5inh vV o - § & x £
Wij kunnen nu de vergell jking directT oplossen.
Uit .
u, . - Pu = £ x)
GKX - pG = 0O
volgt 4
*' ' _ q |
j i G(U.Xx“pU) - LI(G.XKMQG) Ax = / f (-}4) .,G(X, % )d}(.
O

Door particéle integratie herleiden wij het linkerlid, waarblj het inter-

val in twee&n gesplitst moet worden.

L /8 g
d/ (Guxxquxx)dx = //(Gduxmude) +aJ[ (GduxwudGX) =

O | O ’g
= a( & ) -u g ) - u(§).q, g -0) - G(0)u, (0)+u(0)G (0) + G(1)u (1) +
- u(’t)G §)u (€) +u(€) GX§+O) -
,
- (GxuxwuXGX)dx - ,[ (GxuxwuXGX)dx = - u(éﬁ).

5

Wij vinden dus:




*.  Ontwikkelir
De bovenstaande
differentia
In vele gevallen is het echter niet mogelijk de functile van Green

van de oplossing naar eigenfuncties.

' 4 2 - ' —~ Y oy Y Y F:ii.n
methode is te generaliseren tot meer gecompliceelc.

1 \Vi @ I"" ge l i j L{ i nge @) »

expliciet aan te geven en dikwijls is het ook lastig de verkregen ultl-
drukking terug te trinsformeren.

Wij bespreken cdaarom, aan deze cenvoudige vergelljking nog cen dan-
dere methode, nl. de mcthode van de ontwikkeling naar eligenfunctles.
Het homogene probleem A 15

o= 0 u = 0
K o= 7 u = 0

In het algemeen heef T dit probleem geen oplosoingen behalve de nuloplos-
S1Ng .,

Alleen voor spcclale waarden van p, de cigenwaarden, is dit wel
het geval, Stel even p = - A, dan wordt de vergelijking

U A u = 0
XX

De oplossingen zijn

U = s8in n1x
_ 8 o _ \ 2 o 2
en z1lJ CTreden op als /4 = NT T

Deze functles heren de elgenfuncties van het randwaardenprobleem ¢n
de biljbehorende waarden van A heten eigenwaarden.

Wij kunnen dit probleem ook uit een andere gezichtshoek beschouwor.

Daartoe schrijven wij de vergelilijking als

Uix = - NU

en passen de redenering van de vorige paragraaf toe.
De vergelil jking zonder tweede 1lid is

U o Q
ALK

en een functie van Green voor deze vergelljking en de randvoorwaarden ic

Het randwaardenprobleem kan dus worden omgezet in cen vergell jking

/l
u ( € ) = A ] K(x, § ) .u(x)dx.
] u

fiiermede zljn de functies u(x) niet gevonden, want onder de integraal tro..

: . a8
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igenfunctie 1is ook de toegevoegd complexe

functie een elgenfunctie met het oegevoegd complexe getal als elgenwair”

de ,

Ay

arden verschillend zljn, moet gelden
’
(¢ PG = o
O

cn dit kan niet als (x) niet identiek nul is.

Daar de elgenwe

Daar de eigenfuncties tot op een willekeurige constante factor bepaald

z1jn, kunnen wi,j deze vastleggen door de els, cat

!

r-\

y
&
u _dx =
" 1

15.

Deze elgenschappen van de eigenfuncties voeren tot de hoop cen wilil-
lekeurige, voor O & x & 1 gedefinieerde funcuvie in een reeks naar eigen-
functies te kunnen ontwikkelen,

Schrijven wij nl. formeel

f(X)N ; Anuun(x)

n="1
en vermenigvuldigen met um(x) cn lntegreren, can wordt
d
f f(x)u (x)dx = A
O

zodat de coéfliciénten Am bepaald kunnen worden,

Kiezen wi]j in het bijzonder

dan wordt




1ing in f(x) is niets anders dan de gewone ontwikkellng

~en reeks van Fourler, Het 1s een moeilljk probleem de

2lgemene voorwaarden aan te geven, waaraan een functie f(x) moet

voldoen, opdat de Fouricr-recks convergeert en de functle voorstelt.,

Wij slaan dezarom cen andere weg in en bewijzen eerst, dat de LLLL-

1ing voor de kern

neaire ontwikk

bestaat.
Dit is de gewone ontwikkeling van deze functie in een reeks van
Fouriler. i
De coéfficiéEnten worden gevor-

den ult

3
An:m\/?gj;(4~‘§)ﬂan"m%dx~+ T
O

g
+V 2. f g (1-x)sinTmudx = (1- ¢ ) \/ 2 -1 x.d cos Tmx +

COS T MXAX = COS MMmMKAR ==

b Y :

Beschouw nu de reeks

z s @ E 2 sinTmx.sinm™m
m="] | m= "}

Y o

-

Deze 1s zeker gelijkmatlig convergent, want zlij wordt gemajorecerd door
de reeks 00

die convergent 1is.

Wij voeren nu in het
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De eigenfuncties vinden wiJ door op te merken, dat de algemene

»plossing van de differcntlaalvergelljking 1s
A sin VA x + B cos VA ., X
en B moeten voldoen aan
VA.A - hB = O

} \fﬁ ﬂchoS‘Vﬁ:m VAN B.sin VA +AH sin VA + HB cos VA = 0.

Dit kan alleen als A voldoet aan de verg

te VN = h-+H %
A\~ Hh

Hieruit vinden wij de eigenwaarden, die alleen positief zijn (de verge-
11jking heeft uitsluitend regle wortels x.n VA).

De elgenfuncties vinden wil,j door substitutie in F\n‘ OQok hier kunnen

elljking:

wl]j het probleem omzetten in een integraalvergell jking doer middel wvan

= ,%x), die nu aan de niecuwe randvoorwaarden moet voldoen en

een functie K(

O0oK weer ult twee linealire stukken bestaat.,

(q"m)y O.‘:.I?{ﬁg

(1+h ) (1- == x £ex & 1

LLE 0

cer., Alleen de bilinecailre ontwilkkeling is dets

Wljze bewljzen als vroeg

gecompliceerder, omdat hier de reeks nlet meer de gewone reeks van Fou-

rier 1s. Wij bewlijzen dit hier niet;, omdat wij later algemeen zullen be-
wWwiljzen, dat de billinealire ontwikkeling altijd geldt, als alle eigenworpr-
den positief ziin (stelling

van Mercer),
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1. Berekening van een eigenwaards
11jking
Wij beschouwen de homogene integraalvergell jking

CP(IX) = A j K(Xﬁ*y)LP(}f')dy'

van de homogene integraalverge-

door iteratie.

raarblj K(x,y) = K(y,x) en de integratie over het vaste grondgebied

dat ook meerdimensionaal mag zijn) wordt uitgestrekt.
Indien wij veronderstelllen, dat de bilinegaire ontwikkeling
geld®t

K(x,y) = 2. mfﬁﬁf:%fiézz_
o @

dan krijgen wij (formeel)

{
Y

J'K(x,z) K{(z,y)dz

Stellen wij verder

g+

(ng) =

dan krijgen wij na m iteraties

Km(xjy) - zip mmwmilj;&SiLm

Laat nu de eigenwaarden in toenemende grootte zijn A,,4,, -----
dan 1s bij benadering

m m _
K (ngju 9%1 “JQ%(E)

of, als wij de functie <P4(X) normeren

2

q(K)OX




De functie

5 (uf+vg) de = u2 J fgdxw:-é?;uv f fg dx+v2 f gzdx
is voor alle waarden van u en v 2= 0. Dus 1is
” ”» |

( j‘f% dx)g - f'fadx)( [ gedx) < 0,

waarmee de stellling bewezen 1is.
Nu is gemakkelijk in te zien, dart
N

’ n+x’(x3 z) = j £ (}{jy)Kr(yﬁE)y

K

en dus 1s volgens Schwarz
j K (x,2) } £

Nij voeren nu in de constante

Unir = f

Dan 1s

gdx dy

en geldt enerzi jds

UEP

en anderzl jds

U

U < U op

on+or € Yon:

Wij vinden uit de eerste ongeli jkheid

U £ v

on+2°
of wel

Yon+2

U

S
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die bij een bepaalde A behoort, een lineaire combinatie

systeem (_P,lﬁ cees (P
Stel, dat er een elgenfunctile j& is, zodat
is, In ieder geval kunnen wij k constanten bj

orthogonaal is t.o.v. alle (ij .
Neem nl.

o)
t

Dan 1s VQO(X) ook een eigenfunctie, die orthogonas
p; (3 = 1,...,k); er zijn dus (k+1) onderling onafhe

gonale eigenfuncties 1n tegenstelling met de bove

. e H 1 . i -I’I‘H ' "1-@}’-‘1?

. I . H?i(h
e L 4 (ﬂ A e T U Gl B

ling. .
Het orthogonale systeem van eigenfunctles noemern

ledig systeem, als bij ledere A het maximale aantal

digd is. Iedere eigenfunctie is dus een lineailre

functies -uit het volledige systeem.
Eigenfuncties, die bij verschillende el
zijn steeds onderling orthogonaal.

o
pi¥ s

Immers:

Fen reg&le kern heeft slechts re€le elg
Had zij nl. een complexe eigenwaarde, dan was
gceconjug

functie ook complex. De

functie, behorende bilj

Dit kan
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